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Creation de Nouveaux Champs d'Ondes G~n~ralis~s Dus ~ la Presence d'un Objet 
Diffractant ~ l'Int~rieur d'un Cristal Parfait. II. Cas d'un D~faut Isol~* 
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9, quai St Bernard, Paris 5e, France 

(Recu le 4 fOvrier 1970) 

Takagi's equations of X-ray diffraction by an imperfect crystal are solved in the most general case by 
the method used in a previous paper in the particular case of a perfect crystal. It is shown that, for small 
strain gradients, the amplitude inside the" crystal is the sum of two generalized wave fields obtained by 
convolution of the Hankel functions Ho ~ and Ho 2 with a 'source distribution' depending on local deforma- 
tions. This is in agreement with the results given by other authors (Kato, Penning, Malgrange). This cor- 
responds to the approximation of geometrical optics for X-ray propagation in crystals. A quantitative 
criterion of validity for this approximation is given. When this criterion is not fulfilled in some part of 
the crystal, the generalized wave-fields are diffracted. It is shown that this implies creation of new 
generalized wave-fields. This provides a physical interpretation of the occurrence of this phenomenon 
in the vicinity of a dislocation line and properties of the contrast of images in X-ray topography. 

Introduction 

Un des probl6mes th6oriques les plus importants en 
th6orie dynamique des rayons X est celui de l'exten- 
sion au cas de cristaux d6form6s de cette th6orie, ini- 
tialement formul6e pour des cristaux parfaits. En effet, 
la technique de topographie par transmission, dite 
technique de Lang, permet maintenant d'obtenir des 
clich6s repr~sentant avec une tr~s grande pr6cision la 
distribution d'intensit6 sur la face de sortie d 'un cristal 
contenant des d6fauts (en particulier des dislocations 
isol6es); on voit ainsi apparaitre une 'image' de ces 
d6fauts. L'interpr6tation de ces clich6s rend n6cessaire 
une meilleure compr6hension th6orique de la propaga- 
tion des rayons X dans les cristaux contcnant des zones 
fortement d6form6es et localis6es. 

Le probl~me de l'extension de la th6orie dynamique 
aux cristaux contenant des d6formations quelconques 
relive du probl~me plus g6n6ral de la propagation 
d'une onde 61ectromagn6tique dans un milieu qui ne 
se reproduit pas identiquement ~t lui-mame. Ce pro- 
blame est trait6 de fagon compl&e en optique des ra- 
diations visibles. On est amen6 ~t classer les variations 
des conditions de propagation en deux domaines: l'un 
correspondant ~t de faibles variations d'indice de r6- 
fraction le long du trajet des rayons lumineux et qui 
relive de l'optique g6om6trique et l 'autre correspon- 
dant h des variations d'indice local plus brutales et qui 
relive de l 'optique physique (ou optique ondulatoire) 
et de la th6orie de la diffraction. La distinction entre 
ces deux optiques se fait sur la base du crit~re dit de 
validit6 de l'optique g6om6trique. On sait que tant que 

* Ce travail fait partie d'une th~se de doctoret d'Etat sou- 
tenue le 28 septembre 1969 par Mme F. Balibar enregistr6e au 
C. N. R. S. sous le num6ro A.O. 3538. 

l 'optique g6om6trique reste valable, la propagation de 
l'6nergie lumineuse est modifi6e de fagon continue par 
les variations locales d'indice; en particulier, le vec- 
teur d'onde d'une onde plane est modul6 en grandeur 
et en direction par les variations d'indice; n6anmoins, 
la largeur d'un faisceau de rayons lumineux reste con- 
stante. 

Certains auteurs (notamment Penning & Polder, 
1961; Penning, 1966; Kambe 1963; Kato, 1963, 
1964a, b) ont trait6 le probl~me de la propagation des 
rayons X dans les cristaux d6form6s par analogie avec 
l 'optique g6om6trique. C'est ainsi que Penning 6tudie 
l'effet des d6formations du cristal sur un paquet gaus- 
sien d'ondes planes. Le cristal est d6compos6 en pe- 
tites zones h l'int~rieur desquelles il est possible de con- 
sid6rer qu'une onde plane reste plane; en tenant compte 
du fait que l'6cart 5. l'incidence de Bragg de cette onde 
varie d'une zone ~t l'autre, il est possible de suivre la 
propagation d'un faisceau &roit b. l'int6rieur du cristal 
d6form6. Kambe, apr~s avoir justifi6 th6oriquement 
l'analogie optique utilis6e par Penning, a calcul6 effec- 
tivement le trajet de l'6nergie dans ces conditions e t a  
montr6 que les rayons X 'contournent '  les zones d6for- 
m6es. Cependant, il est 6vident que ce traitement cesse 
d'atre valable d~s que les d6formations du milieu cris- 
tallin sont rapidement variables, la dimension des zones 
~t l'int6rieur desquelles le cristal peut atre consid6r6 
comme parfait devenant infiniment petite. L'analogie 
avec l 'optique g6om6trique est encore plus visible 
dans la m6thode propos6e par Kato: celui-ci 6crit, pour 
la propagation des rayons X, un principe variationnel 
analogue au principe de Fermat; ce qui lui permet 
d'obtenir la phase de l 'onde se propageant dans le cris- 
tal et la direction de propagation de l'6nergie par l'in- 
term6diaire de la fonction Eikonale. Ce traitement n'est 
6videmment justifi~ que dans les limites d'application 
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du principe de Fermat, c'est-~t-dire tant que les varia- 
tions des conditions de propagation sont faibles sur 
une longueur de trajet de l 'ordre de grandeur de la lon- 
gueur d'onde ou encore tant que les ph6nom~nes de 
diffraction n'interviennent pas. En r6sum6, les solu- 
tions propos6es par Kato, Penning et Kambe cessent 
d'etre valables d~s que le gradient des d6formations 
devient suffisamment grand et ne permettent de rendre 
compte de la propagation des rayons X que dans des 
cristaux faiblement d6form6s. Notons d'ailleurs que 
cette notion defaible d6formation demande h ~tre pr6- 
cis6e quantitativement. 

Par contre, Takagi (1962, 1969) et Taupin (1964, 
1967) ont 6labor6 des th6ories suffisamment g6n6rales 
pour englober le cas de d6formations quelconques. Les 
6quations r6gissant l 'amplitude de l'onde dans le cris- 
tal y sont obtenues h partir des 6quations de Maxwell. 
La seule hypoth6se faite est la suivante: le cort6ge 
61ectronique entourant chaque atome d6plac6 n'est pas 
d6form6 mais est translat6 de la m~me quantit6 que le 
centre de l'atome. Une telle th6orie est l 'analogue pour 
la propagation des rayons X dans les cristaux des 
6quations de la th6orie ondulatoire de la lumi~re, valab- 
les en dehors des limites de l'optique g6om6trique. Du 
fait de leur g6n6ralit6, les th6ories de Takagi et Taupin 
sont moins faciles ~. manipuler que celles de Penning 
ou Kato. Cependant, elles permettent de calculer, h 
l'aide d'ordinateurs, l 'amplitude se propageant dans 
un cristal contenant de fortes d6formations (en parti- 
culier une dislocation isol6e) (Taupin, 1967; Balibar 
& Authier, 1967). Les r6sultats obtenus sont en tr~s 
bon accord avec les r6sultats exp6rimentaux donn6s 
par les topographies par transmission. 

Cependant il serait int6ressant d'obtenir un moyen 
de r6soudre analytiquement ces 6quations. Ceci per- 
mettrait d 'abord d'6viter l'emploi d'ordinateurs. De 
plus, on peut esp6rer mettre ainsi en 6vidence le carac- 
t~re physique des ph6nom~nes mis en jeu par la pro- 
pagation des rayons X dans les zones /t fort gradient 
de d6formation. C'est ce que nous nous sommes 
propos6s de faire ici h propos des 6quations de Ta- 
kagi. 

Ces 6quations, issues directement des 6quations de 
Maxwell, doivent ~tre consid6r6es comme analogues ~t 
celles de l 'optique ondulatoire. I1 est donc logique de 
les r6soudre par la m6thode de Kirchhoff ou, ce qui 
revient au mame, par application du principe de 
Huyghens. 

Cela veut dire que l 'amplitude de l 'onde arrivant en 
un point doit ~tre calcul6e en tant que somme de toutes 
les ondes arrivant en ce point et 6mises par les diverses 
sources d'une mame surface d'onde, l 'amplitude et la 
localisation de ces sources secondaires 6tant fonction 
des d6formations du milieu. 

Or, nous avons montr6 par ailleurs (Balibar, 1969) 
qu'il est possible, dans le cadre de la th6orie dynamique 
de Takagi, de calculer l 'amplitude de l'onde envoy6e 
en un point du cristal par un point source unit6 situ6 
dans le cristal et que cette amplitude est la solution 

616mentaire de l'6quation aux d6riv6es partielles pro- 
pos6e par Takagi. 

Nous avons, en outre, montr6 que l 'amplitude de 
l'onde, excit6e par une onde incidente quelconque, en 
un point d'un cristal parfait, pouvait se calculer fi l'aide 
de cette solution 616mentaire. Cette amplitude est la 
somme des contributions en ce point des diverses 
sources d'une distribution r6partie sur la face d'entr6e 
du cristal et d6pendant de la forme de l'onde incidente. 
Ceci nous a conduit ~ ddfinir le concept de champ d'on- 
des g6n6ralis6, extension du concept classique de champ 
d'ondes, au cas off l 'onde incidente sur le cristal n'est 
pas plane. 

Nous nous proposons, dans cet article, d'appliquer 
cette m6thode au calcul de l 'onde en un point d 'un 
cristal contenant des d6formations quelconques. Nous 
montrerons d'abord qu'il est possible, pour ce calcul, 
de remplacer les d6formations locales du cristal par 
une distribution de sources suppl6mentaires r6partie 
dans tout le cristal. La contribution en un point de 
toutes les sources secondaires pr6sentes dans le cristal 
et h sa surface nous donnera l'expression des champs 
d'ondes g6n6ralis6s se propageant dans un cristal d6- 
form6. Nous montrerons que pour de tr6s faibles gra- 
dients de d6formations ces r6sultats sont identiques/t  
ceux de Penning, Kambe ou Kato. Nous 6tablirons 
un crit6re permettant de d6terminer quantitativement 
pour quelles valeurs du gradient des d6formations les 
traitements de Penning, Kambe et Kato cessent d'&re 
valables. Ce crit~re est l'analogue, pour la propagation 
des rayons X dans les cristaux, du crit~re de validit6 de 
l'optique g6om6trique. Nous montrerons ensuite que 
lorsque ce crit6re n'est pas v6rifi6, il y a recr6ation de 
champ d'ondes g6n6ralis6s au niveau de la zone forte- 
ment perturb6e. Nous aurons ainsi mis en 6vidence la 
nature physique du ph6nom6ne de recr6ation de champ 
d'ondes invoqu6 (Authier, 1967) pour expliquer le con- 
traste des images de dislocations: ce ph6nom~ne est 
un effet de la diffraction des champs d'ondes g6n6ralis6s 
au niveau des zones ~t fort gradient de d6formation. 

Enfin, dans une derni6re partie, nous appliquerons 
ces r6sultats g6n6raux au calcul de l 'amplitude en un 
point de la face de sortie d 'un cristal contenant une 
dislocation isol6e. 

1. Expression g~n~rale de l'amplitude 
de l'onde en un point 

d'un cristal contenant des d~formations quelconques 

1.1. Equations de Takagi dans le cas d'un cristal dOformd 
Utilisant les notations de Takagi (1969), nous repr6- 

sentons l'induction 61ectromagn6tique en un point r du 
cristal, pour chacune des deux directions possibles de 
polarisation de l 'onde incidente, par un champ scalaire 
qui, dans le c a s h  deux faisceaux (cas off seulement 
deux noeuds 0 et H du r6seau r6ciproque se trouvent 
sur la sphere d'Ewald) s'6crit: 

~u(r) = ~'0(r) exp ( - 2 n i K 0 .  r) 
+~uh(r) e x p ( - - 2 n i K h . r ) .  (1.1) 
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g0(r) et g~(r) sont des fonctions complexes, lentement 
variables du vecteur de position r .  K0 et Kh sont deux 
vecteurs fixes, se d6duisant l 'un de l'autre par trans- 
lation du vecteur OH=h du r6seau r6ciproque. K~= 
K 0 - h  (Fig. 1). K0 est voisin du vecteur d'onde de 
l'onde plane se propageant dans le cristal e t a  pour 
module: 

IKol =k(1 +Xo/2) 

off k = 1/2 et Z0 est le premier coefficient du ddveloppe- 
merit de Fourier de la susceptibilit6 61ectrique Z du 
cristal parfait 

Z = ~ 2'h exp (2z~ih. r ) .  (1.2) 
i, 

L'onde incidente sur le cristal peut toujours &re 6crite 
sous la forme 

g(a)(r) = g(f))(r) exp { -  2z~ik0. r} 

off ]k0[ =k .  
Les vecteurs k0 et K0 doivent avoir mame compo- 

sante tangentielle pour que les conditions de continuit6 
la surface du cristal soient r6alis6es. La position du 

point M0 extr6mit6 de k0 est compl&ement d6termin6e 
par la donn6e du param~tre 

z 7"o 

M 

On voit que le choix de fin est li6 fi la mani~re d'6crire 
l 'onde incidente et il revient au m~me de faire varier 
fin ou l'extr6mit6 du vecteur k0 sur la droite To. 

/~h=(lKhl-- IKol)/k • 

• 1~ 4 -  

H 0 

Fig. 1. Surface de dispersion et notations de Takagi. Lorsque 

le cristal est parfait, on peut prendre flh = 0. Alors, K0 = OLo, 

Kh = HLo, k0 = OMo. Une onde incidente plane dans le vide 
_ _ - - - ~  

est caract6ris6e par son vecteur d 'onde K0 (a) = OM dans le 
vide. Son 6cart ~t l ' incidence de Bragg est AO-AOo= 

). 

MoM/k. 

Pour un cristal parfait flh est une constante et Takagi 
a montr6 qu'on pouvait pour plus de commodit6 choi- 
sir fl~=0, g0(r) et g~(r) sont alors solutions d'6qua- 
tions aux d6riv6es partielles de type hyperbolique que 
nous avons 6tudi6es ailleurs (Balibar, 1969). 

Si le cristal est d6form6, on peut toujours d6velop- 
per Z de la fagon suivante: 

x(r)= ~ X~,(r) exp 2Tcih. r (1.3) 
h 

off 2" (r) est une fonction de r et off h est un vecteur du 
r6seau r6ciproque du cristal non d6form6. En particu- 
lier, Takagi a montr6 que si u(r) repr6sente le d6place- 
ment d 'un atome rep6r6 par r dans le cristal parfait 

x~(r) =Xh exp [ + 2z~ih. u(r)] 

off X~ est le coefficient intervenant dans le d6veloppe- 
ment (1.2) de Z pour le cristal parfait. 

Introduisant alors les fonctions go(r) et gj,(r)d6- 
finies par les relations 

go(r) = go(r), 
g~,(r) = g~,(r) exp { - 2 ~ i h .  u(r)}. (1.4) 

Takagi montre que go(r) et g~,(r) sont solutions des 
6quations aux d6riv6es partielles du second ordre 

8Zg°(r) - 2zcikfl~,(r) 8g°(r) 
OSoSSh 8So 

+ Tc2k2C2XhX~ g'o(r)=O , (1.5) 

c32 g;(r) 2zcikfl;,(r) 8g'h 
8SoOSh 8So 

Ofl~,(r) ] 
+ +rc2k2C2xhX~-2~ik 8A ° j g~,(r)=0, (1.6) 

off So et sh sont les coordonn6es d'un point du cristal 
compt6es le long des axes 0s0 et 0sh parall~les aux direc- 
tions incidente et r6fl6chie (Fig. 2). 

C =  1 ou cos 20 suivant l'6tat de polarisation de 
l'onde consid6r6e et 

8 
fl;(r) = f i b - ( l / k ) - ~ h  [h. u(r)]. (1.7) 

Nous ne nous int6resserons ici qu'/t gn(r), car Takagi 
a montr6 que g0(r) pouvait atre calcul6 ais6ment/i par- 
tit de l'expression de gn(r). Les variations de gn(r) 
sont r6gies par les 6quations (1.6) et (1.4) assorties des 
conditions aux limites suivantes (Takagi, 1969): 
(1) En tout point de la face d'entr6e rep6r6 par r s 

cggh 
gh(rs) = 0 , - - ~ h  (rS)--= - i~kCXhg(~)(rs ) ,  (1.8) 

8gh 
~ h  (rs)=(9,o/9,h) Os h (rO. (1.9) 
Os o 

(2) A l'infini 

g ~ = 0  et IVghl = 0 .  (1.10) 
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1.2. Distribution de sources secondaires dquivalente aux 
d~formations du cristal 

Pour pouvoir utiliser les r6sultats de la th6orie des 
distributions, nous transformons l'6quation aux d6ri- 
v6es partielles de type hyperbolique (1.6) en une 6qua- 
tion aux d6riv6es partielles de type elliptique, par le 
changement de variables que nous avons d6jh utilis6 
dans le cas du cristal parfait (Balibar, 1969): 

y~(X+ i Y) = So 
70 ( X -  i Y) = s~. 

Rappelons que X =  0 est l'6quation de la face d'entr6e 
du cristal dans le syst6me de coordonn6es X, Y. 

L'6quation (1.6) r6git les variations de la fonction 
~,~,(X, Y) et s'6crit: 

02~btth "q- . . . .  4~zikTofl~ - i 
OX 2 OY 2 \ OX OY ] 

[o.z_4~zik}, ° (Off; Ofl~_~ 1 , + \ OX - i  OY]J ~bCh=O" 

Les conditions aux limites (1.8), (1.9) et (1.10) s'6cri- 
vent (en supposant qu'il n'y a pas de d6formation sur 
la face d'entr6e du cristal): 

~,~, (0, Y)=O 

0~0,~, (0, Y)=O 

OY (1.12) 

O~.u'n_ (0, Y) = -2rcikCXhTo~,o ('° (0, Y) 
OX 

~ , = 0  et ]V~'~,I = 0  ~. l'infini. 

L'6quation (1.11) est une 6quation aux d6riv6es par- 
tielles de type elliptique et ~. coefficients variables. Elle 
peut ~tre r6solue par une m6thode de perturbations. 

~,~,(X, Y) peut toujours ~tre 6crite sous la forme: 

~,~,(X, Y) = ~'h(X, Y)+r/(X, Y) (1.13) 

off gh(X, Y) est la solution de l'6quation de propaga- 
tion du cristal parfait, ~. savoir: 

A~Ih(X, Y) + crZ~th(X, Y ) = 0 .  (1.14) 

Nous avons montr6 ailleurs (Balibar, 1969) que ~un a 
pour expression 

~Uh(X' Y)= [ 4  ~ c~h (0, Y~)]*[H~o(aR) 

+ Hg(aR)] (1.15) 
off 

0~'n (0, Y9 
0X 

repr6sente une distribution de sources situ6es aux 
points R~(0, Y9 de la droite X = 0  (face d'entr6e du 
cristal) dont l'intensit6 est d6termin6e par la forme de 
l'onde incidente dans le vide. 

r/(X, Y) apparaR alors comme la perturbation ap- 
port6e h cette solution par les d6formations du cristal. 

Compte tenu de la relation (1.13) et de l'6quation (1.11), 
r/est r6gi par" 

Arl-  4zukY°fl; k OX - i O Y + OX - i 
¢ 

+ 4 iky0 ( ep;  
OX - i  OY] ( v h + r / ) = 0 .  (1.16) 

Le terme de perturbation r/(X, Y) 6tant petit, cette 6qua- 
tion s'6crit encore 

Aq + azq=47rikTofl; [_~h \ O X  - i - ~ Y )  

+ 4rcik•o [ OtiS, Off;, ] (1.17) 
~ ~X  - i T - g ]  ~'h 

= u ( R ) = u ( x , Y ) .  

Les conditions aux limites impos6es h r/(X, Y) sont 

r/(X, Y)= IVr/(X, Y)] = 0  h l'infini 
et 

r/(X, Y) = IVr/(X, Y)I = 0 lorsque U(X, Y) tend vers 0 .  

L'6quation (1.17) est une 6quation analogue 5. l'6qua- 
tion ~t coefficients constants (1.14) r6gissant l 'amplitude 
~'h(X, Y) dans le cristal parfait, au point X, Y, mais 
avec un second membre U qui est une fonction des 
coordonn6es d'espace, ind6pendante de 1/. Comme la 
solution 616mentaire d'une 6quation ~ coefficients con- 
stants du type (1.14) est ind6pendante de la valeur du 
second membre de cette 6quation, nous en d6duisons 
que la solution 616mentaire de l'6quation (1-17) est 
encore 

i [/-/~(,rR) +/4~(GR)] 

r/(X, Y)= r/(R) s'obtient en effectuant le produit de con- 
volution du second membre avec la solution 616men- 
taire 

o s X ~  

Sh 

3 p 

Fig.2. So et sh sont les vecteurs de base du syst6me d'axes 
obliques utilis6 par Takagi. Ox et Oz scmt deux axes ortho- 
gonaux li6s au crustal• Un point S de la face d'entr6e est 
rep6r6 par rs=OS. 7o=COS(S0,n), ~o=sin(s0,n); 7n-- 
cos (sj~, n), ~l~ = sin (sh, n). 
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i U(R) * [H~(aR)+H~(aR)] r/(R) = -~- 

= 4fU(R')[H~o(aIR-R'I)  

+ Hg(al R -  R'I)]dR'. (1.1 8) 

L'int~grale est ~t prendre sur tout l'espace o~ U(R') 
est diff6rent de z6ro. 

La relation (1.18) signifie que l'effet perturbateur des 
d6formations du cristal est le m~me que celui d'une 
distribution de sources secondaires de densit6 U(X, Y) 
r6partie dans tout le cristal. La distribution U(X, Y) 
est donc la distribdtion de sources 6quivalentes aux 
d6formations du cristal et la solution g6n6rale du pro- 
blame s'6crit: 

iffh(X,,, y): 4-i i I_[ (0, r:)+ U(R')] [S-/o'(olR 
-R")+ H~(alR-R"I)dR" (i.i9) 

off R" est un point appartenant au domaine o~ ni 

(O,Y s) ni U(R') ne sont nuls, c'est-b.-dire 
OX 

R" = R' ou R" ---- Rs(0,  ys). 

2. Approximation de l'optique g6om6trique 

2.1. Mode de classification des d~formations 
Les coefficients de l'6quation (1.16) et, par suite, le 

second membre de l'6quation (1.17) d6pendent de 
fl'h(X, Y) et de son gradient. Or fl'h(X, Y)=fl'h(r) ne 
d6pend de r que par l'interm6diaire du terme 

1 
k OSh (h. u) [cf.(1.7)]. 

Lorsque le cristal est parfait, flh(r) est une quantit6 
constante. Nous excluons ce cas trait6 en d6tail ail- 
leurs (Balibar, 1969). Lorsque le cristal est d6form6 
fl~,(r) varie ~t l'int6rieur du cristal. Nous classerons les 
d6formations par leur gradient [(Vile(r)]. Si celui-ci est 
n6gligeable, le d6veloppement limit6 de flh(r) autour 
de la valeur flh ne contient que des termes du second 
ordre et d'ordre plus 61ev& 

Nous nous int6resserons tout d'abord ~t des d6for- 
mations de ce type. On peut alors n6gliger dans l'6qua- 
tion (1.6)12nkOfl'JC~Sol devant rc2k2C21Xh)(.~l , c e  qui 
s'6crit: 

IO/?~,/Osol ~ n~O~h/2kA z (1.11) 

en introduisant la longueur de solution pendulaire A. 

2.2. Signification physique de la condition (2.1) 
Pour simplifier, nous supposerons que la r6flexion 

est sym6trique (~o=~'h). flh est alors en chaque point 
proportionnel ~t l'6cart ~t l'incidence de Bragg AO de 
l'onde en ce point. 

fl~, = - A 0  sin 20 
et 

c~fl'h/cSs o = sin 20c~(AO)/c~s o . 

En introduisant la largeur 5. mi-hauteur d du profil de 
r6flexion, le crit~re (2.1) s'6crit: 

cS(AO)/OSo ~ (n~h/41CI) (6/A) (2.2) 

soit encore, pour une direction quelconque: 

~(AO)IOI~61A (2.3) 

puisque le coefficient n~'U4lCI est voisin de 1. La 
relation (2.3) s'interpr~te physiquement de la mani~re 
suivante: si on suit le trajet de l'6nergie, l'6cart ~t 
l'incidence de Bragg varie d'un point ~ un autre. 
La condition (2.3) exprime que la variation de 
l'6cart b. l'incidence de Bragg le long d'un trajet de 
longueur l doit ~tre beaucoup plus petite que la varia- 
tion d'une d6sorientation des plans r6ticulaires 6gale 
~t ~ sur une longueur A. Autrement dit, sur une p6riode 
de solution pendulaire, les d6sorientations des plans 
r6ticulaires du cristal doivent varier d'une quantit6 
nettement inf6rieure b. la largeur ~ mi-hauteur du profil 
de r6flexion. 

Le crit~re (2.1) peut ~tre encore formul6 de fa~on 
diff6rente en faisant apparaitre la courbure 1/Q du 
trajet des rayons X ~t travers le cristal. Soit ~ l'angle 
de la direction de propagation d'un champ d'ondes 
g6n~ralis6 donn~ avec la normale/t  la face d'entr6e du 
cristal Oz; e est li6 ~ AO par l'interm6diaire du coeffi- 
cient d'amplification A=do~/d(AO). Comme 1/Q~ 
de/ds0, le crit~re (2.1) s'6crit encore (duns lecas sym6- 
trique): 

1/AQ~(nTo/4 sin 0) (2/A2) . 

Comme A = (A/2)(2 sin 2 0/}'0), la conditions (2.1) sera 
v6rifi6e si 

AIQ~(nl2) sin 0.  

Comme (n/2) sin 0 est de l'ordre de grandeur de l'unit6, 
le crit~re (2.1) est 6quivalent ~t 

A/O~I . (2.4) 

Mis sous cette forme, le crit~re qui nous sert/~ d6finir 
les d&ormations ~t faible gradient apparait comme 
l'analogue du crit6re de validit6 de l'optique g6om6- 
trique pour la propagation des Rayons X, ~t condition 
de consid6rer la longueur d'onde de solution pendu- 
laire comme longueur d'onde caract6ristique de la 
propagation des rayons X dans le cristal. 

2.3. Champs d'ondes gdndralisds lorsque l'approxima- 
tion gdomdtrique est justifide 

L'amplitude ~u~, en un point P s'obtient alors b. partir 
des relations (1.13), (1.15) et (1.18) off U(R) a pour 
expression: 

U(R)=4nikTofl'h(R) [~ ~th [c3X ( R ) - i - ~ ( R ) ] .  (2.5) 
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La valeur de ~,  au point P (rep6r6 par R, R = ~ /~  + y2) 
est 6gale 5- la valeur en ce point du produit de convo- 
lution de la solution 616mentaire et de la distribution 
spatiale: 

O~' h (0, ys) + 4zu.kyofl~,(R, ) 
OX 

[ -O -~lt ( R ' ) -  i a~h ] x [ 0X 0 y  (R ' ) . .  (2.6) 

R' repr6sente ici un point de la zone off U est ¢0 .  
On remarque que: 

0~uh (O, ys)=_ 3~th (0, Y S ) - i  ~J;  (O, Y s) 
~ Y  72-  

-- -cSX-(RS)-t ~ (Rs) 

puisque ~ - ~  (R s) est nul par hypoth~se. La distribu- 

tion (2.6) s'6crit donc 

[O~Uh (R*)- i Og/h OX - - f i t  (RS)] [1 +4~ikyoflh(R')A(R'-RS)] 

(2.7) 

off A est un vecteur de l'espace X, Y d6pendant des 
d6riv6es secondes de ~'n. L'expression (2.7) s'6crit en- 
core 

O~h (O, Y s) exp {47rikyofl'h(R')A(R' - RS) } OX 

en supposant les d6formations suffisamment faibles 
pour pouvoir assimiler (1 + u) 5- exp u. 

On voit donc que l'effet des perturbations du cristal 
peut ~tre repr6sent6 simplement par un d6phasage 
variable dans la distribution de sources qui doit ~tre 
convolu6e avec la solution 616mentaire. ~'~,(R) est donc 
encore la somme de deux termes ind6pendants ~vh' ~ et 
~'~,2 comme dans le cas du cristal parfait, obtenus par 
convolution de la distribution de sources 6quivalentes 
par H01 et H 2. Par extension, nous conviendrons d'ap- 
peler ces deux termes champs d'ondes g6n6ralis6s 1 
et 2 (ou ondes de types 1 et 2). 

Ces deux champs d'ondes g6n6ralis6s pr6sentent par 
rapport au cas du cristal parfait les modifications sui- 
vantes: 

(1) ~,~a(X, Y) et ~a(X, Y) ne d6pendent plus unique- 

C3~Uh ment des valeurs prises par ~ sur la face d'entr6e du 

cristal. 
(2) Ils se propagent en subissant une d6formation 

puisque la distribution qui doit atre convolu6e avec la 
solution 616mentaire subit un 16ger d6phasage. La fonc- 
tion Eikonale du champ d'ondes g6n6ralis6 consid6r6 
est donc modifi6e; comme la direction de propagation 
de l'6nergie transport6e par un champ d'ondes g6n6- 
ralis6 est celle du gradient de sa fonction Eikonale, les 
trajets de l'6nergie dans le cristal sont donc modifi6s 
par rapport au cas du cristal parfait. 

(3) L'int6grale repr6sentant ~v~, n'6tant pas la m~me 
que celle qui repr6sente ~'h, les amplitudes des champs 
d'ondes g6n6ralis6s sont 6galement modifi6s. Mais le 
point important iciest  que ces modifications se font 
de fagon continue: il est possible de suivre par con- 
tinuit6 l'6volution d'un champ d'ondes g6n6ralis6 
donn6 5- travers tout le cristal. 

Nous allons pr6ciser le point (2) en 6tudiant les 
modifications subies par les trajets des champs d'ondes 
g6n6ralis6s induits dans le cristal par une onde plane 
incidente, en vue de comparer les r6sultats de la pr6- 
sente th6orie avec ceux de Penning (1966) ou Kato & 
Ando (1966) et avec les r6sultats expdrimentaux de 
Malgrange (1969). 

Pour cela nous remarquerons d'abord que lorsque 
fin n'est pas choisi 6gal 5- z6ro (dans le cas du cristal 
parfait) mais a une valeur constante -¢0, la solution 
de l'6quation (1.11) est obtenue en multipliant celle 
correspondant 5- flh = 0 par la quantit6 

exp { -  2ztikflh(X- iY)} . 

Elle subit un d6phasage de -2r&f lh(X- iY) .  
Ainsi, soit un champ d'ondes g6n6ralis6 donn6 [(1) 

par exemple] excit6 par l'onde plane incidente dont 
l'6cart 5. l'incidence de Bragg est caract6ris6 par le co- 
efficient 

r = i2nkyo(AO- AOo) sin 20. 

Lorsque flh =0, son expression est 

A exp i rYexp{ i~ /~-zzX};  

lorsque flh est ¢ 0, il devient: 

A[exp {fir + 2rcikflh) Y} exp {i([/a ~--Z- r 2 -  22~zkflh)X}]. 

Revenant au cas du cristal d6form6, nous effectuons 
le calcul de la variation fl~, en d6coupant le cristal en 
tranches d'6paisseur AX dans lesquelles nous consid6- 
rons fl~, comme constant. Lorsqu'on passe d'une tran- 
che b. l'autre fl~, varie. A cette variation de fl~, corres- 
pond une variation de phase de la solution de l'6qua- 
tion (1.11) 6gale 5- 

- 2rck \-a)( ~ afl'h - i c3fl-'h-]a Y ! ( z lX-  iA Y) ( X -  iY) 

On peut consid6rer les ondes arrivant sur chacune des 
tranches comme des ondes de type A exp ir Y off A et 
sont des fonctions de X. La variation de r lorsqu'on 
passe de la tranche X 5- la tranche X + A X  en laissant 
Y fixe, est: 

Ar=2zrik {Off; Off;, ~ AX 
\ e x  - i  ~ y l  

ce qui 6tablit la r61ation liant r 5- X. On v6rifie que cette 
relation est 6quivalente 5- la relation (24)* de Penning 
& Polder (1961), compte tenu des relations 

* Cette relation est elle-m6me 6quivalente /t l'6quation 
(2.20) de Kato (1964). 
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et 
z = i2rck lyh[ 7or/ 

X =  -z /27~.  

Suivant alors la rn'ame d6marche que Penning (et Kato), 
en peut de 1~ d6duire l'6quation de la trajectoire du 
champ d'ondes g6n6ralis6 consid6r6. En particulier, on 
en d6duit comme Kato que les trajets sont des hyper- 
boles lorsque 

~X 0Y 

est constant. On v6rifie 6galement l 'accord avec les 
r6sultats de Penning (1966) et Malgrange (1969) dans 
le cas d 'un gradient thermique parall~le ~t la face d'en- 
tr6e du cristal./~,(X, Y) s'6crit alors 

[3'h(X , Y) = f lh-  a(7~X + io~ Y) 

o~/~  est une constante e ta  est proportionnel au module 
[~TrTI du gradient thermique 

a = 4c~oTolV r TI • 

La condition de validit6 de l'optique g6om6trique (2.1) 
donne alors 

IV~TI '~ 4kA2c~0 ; 

soit dans les conditions exp6rimentales de Malgrange 

IV~TI ~ 180°.cm -~ • 

Cet ordre de grandeur est en accord avec l 'ordre de 
grandeur des gradients utilis6s par cet auteur. 

En conclusion, nous dirons donc que tant que l'ap- 
proximation de l'optique g~om6trique reste valable, un 
champ d'ondes g6n6ralis6 ne se d6compose pas. Dans 
le cadre de la th6orie dynamique classique, ce r6sultat 
peut s'interpr6ter ainsi: le point caract6ristique P~ d'un 
champ d'ondes donn6 se d6place de faqon continue 
sur la surface de dispersion tant que la condition (2.1) 
est r6alis6e, c'est-~-dire en introduisant la vitesse 
d(LaM)/dso du point M sur la droite To (Fig. 1), 
tant que: 

d(LaM)/dso<(rCTo/4 sin 0) (2/A2). 
En particulier, le point P~ ne change pas de branche 
de la surface de dispersion dans ces conditions. 

3. D6formations a fort gradient-diffraction 
des champs d'ondes g6n6ralis6s 

Nous supposons maintenant que la condition (2.1) 
n'est plus r6alis6e. ~,~,(X, Y) s'obtient encore ~t l'aide 
des relations (1.13), (1.15) et (1.18) mais le terme 
U(R) ne peut plus atre r6duit ~ un terme petit et pr6- 
sentant un d6phasage de re/2 par rapport au terme 

c3~un (0, ys )  comme au § (2.3). U(R) est ici la somme OX 

de deux termes UI(R) et U2(R) contributions des champs 
d'ondes 1 et 2 

Uj(R)=4nikTo [fl~,(R)/\ ~3q/hjc~X ( R ) - i  ~ (R)) 

+ ~uhj(R) \ ~x ~ " 

Comme UI(R) et Uz(R) pr6sentent par rapport b. 

c~h (0, y,s) des phases diff6rentes et ont des modules 
9X 

diff6rents, la somme 

~,h (o, y s )+  U(R) 
3X 

intervenant dans l'expression (1.19) de ~,~, (X, Y) ne peut 
plus se calculer ais6ment comme au § (2.3). 

Nous 6tudierons ici la propagation d'un champ 
d'ondes g6n6ralis6 (champ 1 par exemple) dans un cris- 
tal contenant une petite r6gion off la condition (2.1) 
n'est pas r6alis6e (zone de 'tr~s mauvais cristal'), et 
baignant dans du 'bon cristal' (zone pour laquelle la 
condition (2.1) est r6alis6e). De telles conditions ex- 
p6rimentales correspondent au cas de bons cristaux 
contenant des d6fauts localis6s et isol6s (dislocations, 
par exemple). Nous ne traitons donc pas le cas de 
cristaux mosaiques. Nous nous proposons, dans ces 
conditions, d'analyser la distribution d'amplitude 
V'h(X, Y) dans la r6gion de bon cristal situ6e au delft 
du d6faut consid6r6. D'apr6s les 6quations (1.13) et 
(1.18) V~, (X, Y) s'6crit alors: 

~(x, Y)= ~/~ 
, t 

solution non 
perturb6e 

i l ul(a)[n~°(crlR-al)+n~(crla-al])dR" + ~  

terme de p'~rturbation 

On voit que le terme de perturbation est la somme de 
deux termes (une onde de type 1 et une onde de type 2). 
L'onde de type 1 ajout6e ~t ~'nl constitue le champ 
d'ondes g6n6ralis6 1 dans la partie du cristal situ6e 
au-del~t du d6faut. L'onde de type 2 repr6sente dans 
cette partie du cristal un nouveau champ d'ondes g6n6- 
ralis6 qui n'existerait pas en l'absence de d6faut; c'est 
ce que nous appellerons le champ d'ondes recr66; sa 
direction de propagation est diff6rente de celle du 
champ d'ondes de type 1. 

Un champ d'ondes g6n6ralis6 donn6 se d6compose 
donc, lors de la travers6e de la zone de 'mauvais cris- 
tal' en deux champs d'ondes g6n6ralis6s de type 1 et 2. 
Cette conclusion est analogue ~t celle ~ laquelle nous 
6tions arriv6s dans un pr6c6dent article (Balibar, 1968) 
lors de l'6tude de la diffraction des champs d'ondes 
par un 6cran opaque perc6 d'une fente et plac6 ~t l'in- 
t6rieur d 'un cristal par ailleurs parfait. Ceci n'a rien 
d'6tonnant car on sait que lorsque les conditions de 
l'optique g6om~trique ne sont pas r6alis6es, il y a dif- 
fraction. Or la zone ~t fort gradient de d6formations 
joue le rble d'obstacle diffractant opaque vis-~t-vis de 
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toute onde d'incidence voisine de celle de Bragg pour 
les plans r6ticulaires du cristal parfait; en effet, les 
d6sorientations effectives des plans r6ticulaires y sont 
nettement plus grandes que la largeur de la raie con- 
sid6r6e pour le cristal parfait et l 'onde ne peut plus 
s'y propager. 

En r6sum6, les champs d'ondes se propageant dans 
une r6gion off r~gne un gradient de d6formation sui- 
vent un trajet courb6, tant que le gradient reste in- 
f6rieur b. une certaine valeur limite. Lorsqu'il exc~de 
cette valeur, il y a diffraction des champs d'ondes 
g6n6ralis6s accompagn6e de la cr6ation de nouveaux 
champs d'ondes. 

4. Application au cas d'un cristal contenant 
une dislocation isolee 

4.1. Origine physique des images intermkdiaires 

Ces r6sultats g6n6raux ont 4t6 6tablis principalement 
en vue de leur application ~t l'6tude des images de dis- 
locations obtenues par topographie en pose fixe. Ces 
images ont 6t6 d6crites et interpr6t4es partiellement 
par Authier (1961, 1967), Chikawa (1964), Lang & 
Polcarova (1965). Leur contraste a 6t6 6tudi6 h l'aide 
d'ordinateurs par Taupin (1967), Kambe (1963) et 
Balibar & Authier (1967). Authier (1967) a montr6 que 
le contraste de ces images ne peut ~tre interpr6t6 qu'en 
supposant la cr6ation de nouveaux champs d'ondes au 
voisinage imm4diat de la ligne de dislocation. 

Les raisonnements pr6c6dents permettent d'expli- 
quer ce ph6nom~ne dO ~ la diffraction des champs 
d'ondes g6n6ralis6s au niveau de la zone fortement d6- 
form6e entourant imm6diatement la ligne de disloca- 
tion. Le crit/~re (2.1) de validit6 de l'optique g6om6- 
trique nous permet de donner une estimation de la 
taille de la zone off se produit cet effet. Prenons, par 
exemple, le cas d'une dislocation coin de vecteur de 
Burgers b. En premiere approximation, la variation de 
l'6cart 5. l'incidence de Bragg dans un plan d'incidence 
donn6 ne d6pend que de la distance du point d'obser- 
vation au point d'intersection de la ligne de disloca- 
tion avec le plan d'incidence 

fi(AO)=b/2rcr; b=lbl  • (4.1) 

Compte tenu de la relation 

fl'h = --dO sin 20 
il vient 

soit 
fl;,(r) =flh-- sin 20(b/2rcr) 

-3s~ (r)=(b/2nr2) sin 20(Or/3so) . 

(4.2) 

Le crit~re (2.1) s'6crit alors 

r>> A lib sin 20/Z~y0~,n 

soit pour b=3,84 A, 2=0 ,7  A (raie Mo Kc0 et pour 
la r6flexion 220 du silicium 

r>> A/4 A = 35 pm . 

On a ainsi une estimation de la taille de la zone dif- 
fractante dans chaque plan d'incidence; c'est, en pre- 
mi6re approximation, un cercle centr6 sur le coeur de 
la dislocation et de rayon _~ 10 pm. 

Les 6quations (1.13), (1.18), (3.1) et (4.1) permettent 
th6oriquement de calculer l 'amplitude en un point R. 
L'int6grale (1.18) est une int6grale double portant sur 
la zone fortement d6form6e. Cette int6gration peut se 
faire rapidement sur ordinateur. Dans le cas d'une 
onde incidente sph6rique ou plane, on peut d6jS. d6ter- 
miner, grace h la m6thode de la phase stationnaire et 
sans le secours d'un ordinateur: 
- les points de la zone fortement d6form6e d'ofi sont 
issus les champs d'ondes recr6es. 
- la direction de ces champs d'ondes. 
- leur divergence due/~ la diffraction. 

Les r6sultats de ces calculs et leur comparaison avec 
les r6sultats exp4rimentaux sont d6crits dans un ar- 
ticle s6par6 (Authier, Balibar & Epelboin, 1970). 
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